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Напрям підготовки  
6.040201 Математика* 





Змістових модулів – 4 2-й -й 
Загальна кількість годин 
– 330 
Семестр 
3-й, 4-й -й 
 
Лекції 
72 год.  
Практичні 
82 год.  
Модульний контроль 
 22 год.  
Самостійна робота 




30 год.  
Вид контролю:  
3-й сем. – залік; 




2. МЕТА ТА ЗАВДАННЯ НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
Обов’язкова навчальна дисципліна «Математичний аналіз 2» – важлива 
складова професійної підготовки фахівців напряму 6.040201  Математика* 
першого (бакалаврського) освітнього рівня, продовжує дисципліну 
«Математичний аналіз 1» і є базовою для вивчення фахових дисциплін, 
“диференціальні рівняння”, “диференціальна геометрія”, “комплексний 
аналіз”,  “функціональний аналіз”, “теорія функцій дійсної змінної” та інших. 
Тому метою і головними завданнями курсу є домогтися, щоб студенти 
оволоділи класичними методами математичного аналізу функції багатьох 
змінних, теоретичними положеннями та основними застосуваннями 
математичного аналізу в різноманітних задачах математики й механіки, їх 
використання в подальших курсах з математики та механіки, сприяти 
розвитку логічного та аналітичного мислення студентів Крім того, при 
вивченні того чи іншого розділу слід домогтися, щоб студент усвідомив чому 
цей розділ потрібен майбутньому вчителю математики, що саме він може 
використати у своїй майбутній професійній діяльності. 
Результати навчання.  За підсумками вивчення навчальної дисципліни 
«Математичний аналіз 2» студент має оволодіти: 
- знаннями про метричні простори, зокрема, простір Rn, збіжність 
послідовності точок метричного простору, повний метричний простір,  
відкриті та замкнені множини, компакт, функцію багатьох змінних, її 
границю й неперервність, диференціальне числення функції багатьох 
змінних, кратні, криволінійні, поверхневі інтеграли, їх застосування, 
скалярне та векторне поле, елементи теорії поля; 
- уміннями доводити збіжність (розбіжність), знаходити границі 
послідовності точок простору Rn, границі функцій багатьох змінних, 
досліджувати функцію на неперервність, знаходити і зображати область 
визначення функції двох змінних, лінії рівня, розв’язувати задачі 
диференціального числення функції багатьох змінних та застосовувати 
апарат диференціального числення до практичних задач (наближені 
обчислення, дослідження властивостей функцій, дослідження на екстремум, 
умовний екстремум, знаходження найбільших та найменших значень 
функції), обчислювати подвійні, потрійні, криволінійні та (у найпростіших 
випадках) поверхневі інтеграли, застосовувати інтеграли в задачах геометрії 
та фізики, користуватися формулами Гріна, Остроградського-Гаусса, Стокса, 
обчислювати градієнт, потік векторного поля, дивергенцію, циркуляцію і 
ротор. 





3. ПРОГРАМА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
Змістовий модуль 1.  
Границя і неперервність функції багатьох змінних 
Тема 1. Метричні простори. Простір Rn. Збіжні послідовності  
у метричних просторах. Збіжність в Rn 
Поняття метричного простору, метрики, аксіом метрики.  Приклади 
метричних просторів. Послідовність точок метричного простору. Поняття 
обмеженої послідовності. Збіжні послідовності: означення, властивості. 
Збіжність у просторі Rn. Фундаментальні послідовності, зв’язок зі збіжністю. 
Повні метричні простори. 
Тема 2. Типи множин і точок метричного простору 
Поняття кулі, сфери метричного простору , околу, проколеного околу 
точки, внутрішньої, межової, граничної, ізольованої точок множини. 
Відкриті і замкнені множини, їх властивості. Поняття компакта. Компакт як 
повний метричний простір. Поняття зв’язної множини та області.   
Тема 3. Границя і неперервність функції багатьох змінних 
Поняття функції багатьох змінних. Графік функції двох змінних. Лінії 
та поверхні рівня. Границя функції багатьох змінних, повторні границі. 
Неперервність функції багатьох змінних. Властивості неперервних в точці 
функцій. Властивості функцій, неперервних на компакті. 
 
Змістовий модуль 2.  
Диференціальне числення функції багатьох змінних 
Тема 4. Частинні похідні функції багатьох змінних. Диференційовність і 
повний диференціал функції багатьох змінних. Диференціювання 
складної функції 
Частинні похідні функції багатьох змінних. Поняття 
диференційованості, необхідні умови диференційовності. Достатня умова 
диференційовності. Повний диференціал функції, його застосування. 
Диференціювання складної функції. Інваріантність форми диференціала.  
Скалярне поле. Похідна за напрямом. Градієнт.  
 
Тема 5. Неявні функції. Теорема існування 
Неявні функції. Теореми про існування і єдність неявної функції однієї 





Тема 6. Частинні похідні і диференціали вищих порядків.  
Формула Тейлора 
 
Частинні похідні та диференціали вищих порядків. Умова рівності 
мішаних частинних похідних. Формула Тейлора для функції двох змінних.  
 
Тема 7. Екстремуми функції двох змінних. Умовний екстремум  
Локальні та глобальні екстремуми функції двох змінних: необхідні та 
достатні умови.  Умовний екстремум. Метод множників Лагранжа. 
 
Змістовий модуль 3. Кратні інтеграли 
Тема 8. Подвійний інтеграл та його застосування 
Задачі, що приводять до поняття подвійного інтеграла. Означення 
подвійного інтеграла, умови існування, властивості, геометричний та 
фізичний зміст. Поняття про повторний інтеграл. Обчислення подвійного 
інтеграла по прямокутній та криволінійній областях. Заміна змінних у 
подвійному інтегралі. Перехід до полярних координат. Застосування 
подвійного інтеграла в геометрії та фізиці. 
Тема 9. Потрійний інтеграл та його застосування 
Задачі, що приводять до поняття потрійного інтеграла. Означення 
потрійного інтеграла, умови існування, властивості. Обчислення потрійного 
інтеграла по прямокутному паралелепіпеду та області, яка не є прямокутним 
паралелепіпедом. Заміна змінних у потрійному інтегралі. Перехід до 
циліндричних та сферичних координат. Застосування потрійного інтеграла в 
геометрії та фізиці. 
 
Змістовий модуль 4.  Криволінійні та поверхневі інтеграли 
Тема 10. Криволінійні інтеграли першого та другого роду.  
Зв’язок із подвійним інтегралом 
Задача про масу кривої. Означення криволінійного інтеграла першого 
роду, його властивості. Диференціал довжини дуги. Обчислення 
криволінійних інтегралів першого роду.  
Задача про роботу змінної сили на криволінійному шляху. Означення 
криволінійного інтеграла другого роду, умови його існування, властивості, 
обчислення. Зв’язок криволінійного інтеграла другого роду по замкненій 
8 
 
кривій із подвійним інтегралом, по області, цією кривою обмеженій 
(формула Гріна). Незалежність криволінійного інтеграла від форми шляху 
інтегрування. 
Застосування криволінійних інтегралів до задач геометрії і фізики. 
Тема 11. Поверхневі інтеграли першого та другого роду.  
Формули Остроградського–Гаусса, Стокса 
Поняття поверхневого інтеграла першого роду, його існування та 
обчислення. 
Поняття орієнтованої поверхні. Означення поверхневого інтеграла 
другого роду, умови існування, обчислення. Зв’язок поверхневого інтеграла 
другого роду по замкненій поверхні із потрійним інтегралом по області, цією 
поверхнею обмеженій (формула Остроградського–Гаусса). Зв’язок 
поверхневого інтеграла з криволінійним (формула Стокса). 
Застосування поверхневих інтегралів. 
Тема 12. Елементи теорії поля 
Поняття векторного поля. Приклади векторних полів. Векторні лінії. 
Потік векторного поля через поверхню. Дивергенція, її властивості. 
Соленоїдальне векторне поле. Циркуляція і ротор. Потенціальне векторне 
поле. Гармонічне векторне поле. Властивості ротора. 




4. СТРУКТУРА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 
№ 
з/п 













































Змістовий модуль 1. Границя і неперервність функції багатьох змінних 
1. Метричні простори. Простір Rn. Збіжні 
послідовності у метричних просторах. 
Збіжність в Rn 
18 4 6 8 
2. Типи множин і точок метричного 
простору 
8 2 2  4 
3. Границя і неперервність функції 
багатьох змінних 
20 4 6  10 
 Модульний контроль 4   4  
Разом 50 10 14 4 22 
Змістовий модуль 2. Диференціальне числення функції багатьох змінних 
4. Частинні похідні функції багатьох 
змінних. Диференційовність і повний 
диференціал функції багатьох змінних. 
Диференціювання складної функції 
36 10 8  18 
5. Неявні функції. Теорема існування  12 4 2  6 
6. Частинні похідні і диференціали вищих 
порядків. Формула Тейлора  18 
6 2  10 
7. Екстремуми функції двох змінних. 
Умовний екстремум 28 
6 8  14 
 Модульний контроль 6   6  
 Разом 100 26 20 6 48 
Разом за Семестр 3 150 36 34 10 70 
Семестр 4 
Змістовий модуль 3. Кратні інтеграли 
8. Подвійний інтеграл та його застосування 28 8 10  10 
9. Потрійний інтеграл та його застосування 26 6 10  10 
 Модульний контроль 6   6  
 Разом 60 14 20 6 20 
Змістовий модуль 4.  Криволінійні та поверхневі інтеграли 
10. Криволінійні інтеграли першого та 
другого роду. Зв’язок із подвійним 
інтегралом 
30 8 12  14 
10 
 
11. Поверхневі інтеграли першого та другого 
роду. Формули Остроградського–Гаусса, 
Стокса  
30 8 10 12 
12. Елементи теорії поля 24 6 6  8 
 Модульний контроль 6   6  
 Разом 90 22 28 6 34 
 Семестровий контроль 30    30 
Разом за Семестр 4 150 36 48 12 54 
Разом за навчальним планом 330 72 82 22 154 
11 
 
5. НАВЧАЛЬНО-МЕТОДИЧНА КАРТА ДИСЦИПЛІНИ (семестр 3-й) 
                   Всього: 150 год., з них лекції – 36 год., практичні заняття – 34 год., модульний  контроль – 10 год., 
                  самостійна робота – 70 год., підсумковий контроль – залік 
 
Тиждень    1   2     3     4            5       6     7     8       9       10    11       12      13      14      15      16           17        18 
Зм. модуль ЗМ 1 ЗМ 2 
Назва ЗМ Границя і неперервність функції багатьох змінних Диференціальне числення функції багатьох змінних 
Поточн. контр., б. 65 70 
Лекції (№) 1,2    3   4     5          6     7     8 Атест. 
тижд. 
  9, 10            11   12, 13     14     15     16   17, 18 















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Роб. на практ. зан.  10 10 
Відвідув. занять         15 20 
Модульн. контр.         25 25 
Дом. РГР          15 15 





НАВЧАЛЬНО-МЕТОДИЧНА КАРТА ДИСЦИПЛІНИ (семестр 4-й) 
                   Всього: 150 год., з них лекції – 36 год., практичні заняття – 48 год., модульний  контроль – 12 год., 
                  самостійна робота – 54 год., підсумковий контроль – 30 год. (екзамен) 
Тиждень 1    2     3     4            5       6     7     8    9          10    11       12      13      14      15      16           17        18 
Зм. модуль ЗМ 3 ЗМ 4 
Назва ЗМ Кратні інтеграли Криволінійні та поверхневі інтеграли 
Поточн. контр., б. 68 74 
Лекції (№) 1,2    3     4       5     6       7  8   9, 10, 11          12, 
13 
  14, 15    16, 17     18             











































































































































































































































































   












   





















































































































































































































































































































































































































Роб. на практ. зан. 10 10 
Відвідув. занять 18 24 
Модульн. контр. 25 25 
Дом. РГР  15 15 
Разом поточн. контр. 142х0,42=60 балів 
Екзамен 40 













1. Метричні простори. Аксіоми метрики. Простір Rn 2 
2. Типи множин і точок метричного простору. 2 
3. Обчислення границь послідовностей точок простору Rn 2 
4. Функція двох змінних: область визначення, графік, лінії 
рівня.  
2 
5. Границя і неперервність функції двох змінних 2 
6. Частинні похідні функції багатьох змінних. Градієнт, його 
механічний і геометричний зміст 
2 
7. Диференційовність і диференціал функції багатьох змінних. 
Застосування диференціала до наближених обчислень 
2 
8. Диференціювання складної функції та функції, заданої 
неявно 
4 
9. Застосування частинних похідних до задач геометрії: 
рівняння дотичних та нормалі до поверхні 
2 
10 Частинні похідні і диференціали вищих порядків 4 
11. Формула Тейлора для функції двох змінних 2 
12. Екстремуми функції двох змінних  4 
13. Задачі на найменше та найбільше значення 2 




15. Подвійний інтеграл: означення, властивості, обчислення 
по прямокутній області 
2 
16. Зміна порядку інтегрування у повторному інтегралі. 
Обчислення подвійних інтегралів по криволінійній 
області 
2 
17. Заміна змінних у подвійному інтегралі. Перехід до 
полярних координат 
2 
18. Застосування подвійних інтегралів в задачах геометрії та 
фізики 
2 
19. Обчислення потрійних інтегралів  4 
20. Заміна змінних у потрійному інтегралі. Перехід до 
циліндричних та сферичних координат 
4 
21. Застосування потрійних інтегралів у задачах геометрії та 
фізики 
6 





23. Криволінійні інтеграли другого роду: властивості, 
обчислення 
2 
24. Незалежність криволінійного інтеграла другого роду від 
форми кривої інтегрування 
2 
25.  Формула Гріна  2 
26. Застосування криволінійних інтегралів у задачах 
геометрії та фізики 
4 
27. Поверхневі інтеграли першого роду: означення, 
властивості, обчислення 
2 
28. Поверхневі інтеграли другого роду 4 
29. Формули Остроградського–Гаусса та Стокса. 2 
30. Застосування поверхневих інтегралів 2 
31. Елементи теорії поля 6 
 
7. САМОСТІЙНА РОБОТА СТУДЕНТІВ 
Завдання для самостійної роботи в позааудиторний час даються 
студентам на кожному практичному занятті і складаються з двох частин: 
теоретична підготовка та розв’язування задач.  
Щоб успішно виконати «теоретичну» частину завдання треба: 
1. Уважно прочитати конспект лекцій та рекомендовану лектором 
літературу. При першому читанні слід домогтися повного розуміння 
понять, фактів, доведень, наведених прикладів і розв’язань. Унаслідок 
повторного читання необхідно: 
- добре усвідомити, можливо, з’ясувати геометричний (фізичний, 
економічний тощо) зміст і  запам’ятати основні поняття, факти та 
твердження; 
- навчитися доводити ті факти (твердження), доведення яких є 
обов’язковим; 
- самостійно відтворити наведені розв’язання задач, розв’язати 
вправи (задачі), аналогічні до наведених на лекції чи в друкованому 
посібнику. 
2. Виконати інші рекомендації та завдання лектора щодо опрацювання 
теоретичного матеріалу. 
Слід неодмінно виконати практичну частину завдання, користуючись, 
у разі необхідності, друкованими посібниками, матеріалами лекції, 
попереднього практичного заняття, допомогою викладача чи товаришів в 
системі Moodle (форум «Консультація»). 
Про нез’ясовані у процесі теоретичної підготовки питання та 
нерозв’язані (через невміння) задачі слід проконсультуватися у товаришів 
або сказати викладачу на практичному занятті чи очній консультації.  
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Крім того, на самостійне опрацювання пропонуються окремі 
теоретичні питання курсу.  
Індивідуалізованими є завдання розрахунково-графічних робіт (РГР-1 
– у першому семестрі та РГР-2 – у другому). Завдання РГР в 
електронному вигляді видає студентам викладач на першому в семестрі 
практичному занятті; роздруковані тексти завдань є також на кафедрі 
інформаційних технологій і математичних дисциплін.  
 
Картка самостійної роботи 
Розділи (обсяг в годинах) Вид контролю 
Змістовий модуль 1. Вступ до аналізу 
1. Метричні простори. Простір Rn. Збіжні послідовності у 
метричних просторах. Збіжність в Rn  
2. Типи множин і точок простору Rn 
3. Границя і неперервність функції багатьох змінних 
(22 год.) 
Поточний контроль: 




Змістовий модуль 2. Диференціальне числення функції багатьох змінних 
1. Частинні похідні функції багатьох змінних. 
Диференційовність і повний диференціал функції 
багатьох змінних. Диференціювання складної функції  
2. Неявні функції. Теорема існування. Застосування 
частинних похідних в задачах геометрії. 
3. Частинні похідні і диференціали вищих порядків. 
Формула Тейлора 
4. Екстремуми функції двох змінних. Умовний екстремум 
(48 год) 
Поточний контроль: 




Змістовий модуль 3. Кратні інтеграли 
1. Подвійний інтеграл та його застосування  
2. Потрійний інтеграл та його застосування 
(20 год) 
Поточний контроль: 




Змістовий модуль ІV. Криволінійні та поверхневі інтеграли 
1. Криволінійні інтеграли першого та другого роду. Зв’язок 
із подвійним інтегралом  
2. Поверхневі інтеграли першого та другого роду. Формули 
Остроградського–Гаусса, Стокса 
3.  Елементи теорії поля 
 (34 год) 
Поточний контроль: 




Разом: 124 год.  





8. РОЗПОДІЛ БАЛІВ, ЯКІ ОТРИМУЮТЬ СТУДЕНТИ 
                        ЗМ  
Види робіт 
ЗМ1 ЗМ2 ЗМ3 ЗМ4 
Семестр 1-й Семестр 2-й 
1 2 3 4 5 
Робота на практ. занятті 
(усна або письмова 
відповідь, ураховується 
також виконання ДЗ)  








25 25 25 25 








Екзамен  40 балів 





11. ПІДСУМКОВИЙ КОНТРОЛЬ 
 
Питання до екзамену 
(семестр 4) 
 
1. Які задачі приводять до поняття подвійного інтеграла? Дати 
означення подвійного інтеграла.  
2. Сформулювати властивості подвійних інтегралів. Довести теорему 
про середнє значення та ще одну властивість на власний вибір. 
3. Записати та обґрунтувати формулу обчислення подвійного інтеграла 
по прямокутній області.  
4. Зведення подвійного інтеграла до повторного у випадку 
криволінійної області: сформулювати та довести відповідні твердження; 
проілюструвати на прикладі. 
5. Як виконують заміну змінних у подвійному інтегралі? Пояснити 
перехід до полярних координат; проілюструвати на прикладі.  
6. Які геометричні задачі розв’язують за допомогою подвійного 
інтеграла? 
7. Які задачі фізики розв’язують за допомогою подвійного інтеграла? 
8. Навести задачу, що приводить до поняття потрійного інтеграла.  
Дати означення потрійного інтеграла. 
9. Сформулювати властивості потрійних інтегралів. Довести дві з них 
на власний вибір.  
10. Як обчислюють потрійний інтеграл по прямокутному 
паралелепіпеду? Відповідь обґрунтувати. Проілюструвати на прикладі.  
11. Як обчислюють потрійний інтеграл по циліндричному тілу, що не є 
прямокутним паралелепіпедом? 
12. Заміна змінних у потрійному інтегралі. Як здійснюється перехід до 
циліндричних координат?  
13. Заміна змінних у потрійному інтегралі. Як здійснюється перехід до 
сферичних координат? 
14. Які геометричні задачі розв’язують за допомогою потрійного 
інтеграла? 
15. Які задачі фізики розв’язують за допомогою потрійного інтеграла? 
16. Яка задача приводить до криволінійного інтеграла першого роду? 
Дати його означення. 
17. Як обчислюють криволінійний інтеграл першого роду? Відповідь 
обґрунтувати. Навести приклади. 
18. Сформулювати властивості криволінійного інтеграла першого роду. 
Довести дві з них на власний вибір. 
19. Застосування криволінійних інтегралів першого роду в 
геометричних та фізичних задачах. 
20. Який зв’язок між задачею про роботу змінної сили на 
криволінійному шляху і криволінійним інтегралом? 
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21. Дати означення криволінійного інтеграла другого роду. 
Сформулювати його властивості. Довести будь-які дві з них. 
22. Як обчислюють криволінійний інтеграл другого роду? Відповідь 
обґрунтувати.  Проілюструвати на прикладах. 
23. Довести формулу Гріна. Яке її застосування? 
24. Сформулювати і довести умови незалежності криволінійного 
інтеграла другого роду від форми кривої інтегрування. 
25. Поняття поверхневого інтеграла першого роду. Його існування та 
обчислення. 
26. Поняття про орієнтовні поверхні та поверхневий інтеграл другого 
роду. 
27. Як обчислюють поверхневий інтеграл другого роду? 
28. Довести формулу Остроградського–Гаусса. 
29. Довести формулу Стокса. 
30. Що таке потік векторного поля через поверхню? Як він 
обчислюється? 
31. Що таке дивергенція векторного поля? Як вона обчислюється? 
32. Що таке циркуляція векторного поля? Як вона обчислюється? Яке 
поле називають потенціальним? 
33. Що таке ротор векторного поля? Які його властивості? Як він 
обчислюється? 
 
Пропоновані на екзамені практичні завдання 
передбачають перевірку умінь: 
1) з’ясовувати, чи є метричним простором певна множина із введеною 
метрикою; знаходити границі точок простору Rn; знаходити і зображати 
область визначення та лінії рівня функції двох змінних, обчислювати границі 
функції двох змінних, досліджувати їх на неперервність; знаходити частинні 
похідні першого та вищих порядків функції багатьох змінних, досліджувати 
диференційованість функції, знаходити диференціали першого та вищих 
порядків, диференціювати складну функцію; застосовувати диференціал до 
наближених обчислень; писати рівняння дотичних та нормалей до поверхні; 
досліджувати функцію двох змінних на екстремум та умовний екстремуми, 
знаходити найбільше та найменше значення функції двох змінних в заданій 
області, застосовувати диференціальне числення до розв’язування 
оптимізаційних задач; 
2) обчислювати подвійні, потрійні, криволінійні та поверхневі інтеграли, 
використовувати формули Гріна, Остроградського–Гаусса, Стокса, 
застосовувати інтегральне числення до розв’язування задач геометрії та 
фізики; обчислювати потік векторного поля через поверхню, дивергенцію, 
циркуляцію та ротор. 
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12. ШКАЛА ОЦІНЮВАННЯ: РЕЙТИНГОВА ОЦІНКА  




Сума балів  





Відмінно – відмінний рівень знань (умінь) 
в межах обов’язкового матеріалу з, 
можливими, незначними недоліками 
В 82-89 
Дуже добре – достатньо високий рівень 
знань (умінь) в межах обов’язкового 
матеріалу без суттєвих (грубих) помилок 
С 75-81 
Добре – в цілому добрий рівень знань 
(умінь) з незначною кількістю помилок 
D 69-74 
Задовільно – посередній рівень знань 
(умінь) із значною кількістю недоліків, 
достатній для подальшого навчання або 
професійної діяльності 
E 60-68 
Достатньо – мінімально можливий 
допустимий рівень знань (умінь) 
FX 35-59 
Незадовільно з можливістю повторного 
складання – незадовільний рівень знань, з 
можливістю повторного перескладання за 
умови належного самостійного 
доопрацювання 
F 1-34 
Незадовільно з обов’язковим повторним 
вивченням курсу – досить низький рівень 
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